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Résumé. — Faltings a démontré un théoréme de comparaison & coefficients entiers
entre module de Tate et module de Dieudonné filtré des groupes p-divisibles sur un
anneau de valuation discréte p-adique complet. Dans cet article, nous généralisons son
résultat sur une base plus générale, plus précisément, sur une Zy-algébre noethérienne,
p-adiquement compléte, normale, intégre et sans p-torsion.

Abstract. — Faltings has proved a comparaison theorem with integral coefficients
between the Tate module and the filtered Dieudonné module of a p-divisible groups
over a p-adic complete discrete valuation ring. In this paper, we generalise his resul-
tat over a more general base, namely over a noetherian, normal, integral, p-adically
complete, p-torsion free Zy-algebra.
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1. Introduction

Soient K|Q, un corps valué complet pour une valuation discréte, a corps résiduel
k parfait de caractéristique p > 0, et Ky := Frac(W(k)) le corps des fractions de
I’anneau des vecteurs de Witt de k. Fixons une cléture/\algébrique K de K. Cela
correspond & un point géométrique 7 de Spec(K). Soit K le complété p-adique de
K. Notons 'y = Gal(K|K) le groupe de Galois. Posons Of (resp. O, resp. (9%)

I'anneau des entiers de K (resp. K, resp. K).
A tout groupe p-divisible X sur O est associé
— le module de Tate T,,(X5) qui est un Z,[I'x]-module;
— Disocristal de Dieudonné filtré D(X) = (D(X), ¢, Fil*(D(X)®k,K)), ot (D(X), ¢)
est l'isocristal de Dieudonné covariant de X @, k et

DX)® K n<-1
Fil"(D(X)® K) = ¢ wxv[1/p)] n=>0
0 n>1

ou XV est le dual de Cartier de X. L’espace cotangent wxv[1/p] de XV a valeur
dans K peut étre considéré comme un sous-K-espace vectoriel de D(X) ® g, K
en utilisant ’algébre de Lie de la suite exacte associé & ’extension universelle
vectorielle E(X) de X (cf. [Mes72])

0 —>wxv > LieFE(X)—LieX =0

et en identifiant Lie F(X)[1/p] avec D(X) ®k, K.

Pour lier le module de Tate et lisocristal de Dieudonné filtré des groupes p-
divisibles sur O, Fontaine a construit 'anneau Bc,;s(O%) qui est une Ky-algebre
munie d’une action de 'k, d’'un Frobenius ¢ et d’'une Z-filtration. En utilisant cet
anneau Beis(O%), le module de Tate rationnel V,(X5) = T,(X5)[1/p] et 'isocristal
de Dieudonné filtré D(X) se déterminent I'un et 'autre. Plus précisément, Fontaine
a démontré dans [Fon82| qu’il existe un isomorphisme de Bey;s(Oz)-modules

(1) Vo (X) ®q, Beris(Og) = D(X) @k, Beris(Of)

compatible aux filtrations, aux actions de ¢ et aux morphismes de Frobenius si on
munit le membre de gauche du Frobenius p ® ¢ et celui de droite de ¢ ® .

Faltings a généralisé le théoréme de comparaison (1) en un énoncé a coéfficients
entiers. On utilise du coup Acis(Ox) qui est une sous-Of,-algebre de Be,is(Ox)
stable sous Frobenius et 'action de Galois. Il existe une application surjective 6 :
Acris(O) — O=. Posons E := Lie E(X) avec X un relévement de X ® O= sur
ACMS(OK). Il s’agit de I’évaluation du cristal de Dieudonné covariant sur ’epaissis-
sement 6. Le A.is(Ox)-module E posséde une N-filtration, une action de Frobenius
semi-linéaire ¢ et une action de Galois I' k. Faltings a montré dans ([Fal99] théoréme



5) qu’il existe un isomorphisme de périodes
T,(X;) = Fil" E#=P
compatible a l'action de I'x. Le morphisme induit
Tp(X'f]) ®Zp Acm‘s(of) —E

est un homomorphisme de (Acpis(Ox), ¢)-modules injectif, strictement compatible
aux filtrations, et de conoyau annulé par t, ot t € A.s(O) tel que ¢(t) = pt et
t € Fil' Aupis(O7)\ Fil® Agis (O5).

Dans cet article, on généralise le théoréme de comparaison de Faltings précédent
en diminuant les hypothéses necessaires sur la base. Plus précisément, on remplace la
base Ok par I’anneau R qui est une Zy-algébre noethérienne, p-adiquement compléte,
normale, intégre et sans p-torsion. Fixons une cléture algébrique du corps des fractions
Frac(R) de R. Soit R la fermeture intégrale de R dans I’extension galoisienne maximale
de Frac(R) étale au-dessus de R[1/p]. Alors R joue un role parallele & Oz. Soit R
le complété p-adique de R. On peut construire I'anneau de Fontaine A.,.;s(R) de la
méme fagon. Il est muni d’un Frobenius cristallin ¢, d’une filtration et d’une action
de R

I := Gal(R/R) = i (Spec(R[1/p]), )
ou 7] est le point géométrique au dessus du point générique associé au choix de la
cloture algébrique de Frac(R). De méme, on a une application surjective :

0: Aeris(R) — ﬁ

Théoréme (4.1). — Soit X un groupe p-divisible sur R. Supposons que Lie X et
Lie(XV) soient libres. Posons E := Lie E(X) avec X un relévement de X ® R sur

Acris(R).
1. 1l existe un isomorphisme de périodes
T,(X;) = Fil’ B#=P
compatible a l’action de T'.

2. Le morphisme induit

T,(X57) ®z, Acris(R) = E
est un homomorphisme de (Acris(R), ¢)-modules injectif, strictement compatible
auz filtrations, et de conoyau annulé par t. En particulier, il existe un isomor-
phisme de (Beris(R), p)-modules filtrés

V;D(Xﬁ) ®Qp Bcris(ﬁ) 1> E[ﬁ]
Pour la preuve de ce théoréme, nous suivons la stratégie de la démonstration de Fal-

tings en ajoutant plus de détails. Dans [Chel3|, nous utiliserons ce théoréme comme
un outil essentiel pour construire un morphisme déterminant d’une tour d’espaces de



modules de groupes p-divisibles introduit par Rapoport et Zink ([RZ96]) vers une
tour d’espaces rigides de dimension 0.

Il faut signaler que Théoréme 4.1 (2) a été déja connu par Chambert-Loir [CL98]
avec une méthode différente. En effet, il a démontré un théoréme de comparaison
p-adique cristallin pour les schémas en groupes finis localement libres en utilisant la
théorie de Dieudonné cristalline de Berthelot, Breen et Messing, et Théoréme 4.1 (2)
de ce papier s’est obtenu du [CL98] Théoréme 3.6 en passant a la limite.

Lorsque R est un anneau noethérien normal local de corps résiduel parfait de
caractéristique p et de corps des fractions de caractéristique 0, Lau a aussi obtenu
dans [Lau] des résultats analogues sur le module de Tate en utilisant la théorie de
display de Zink. Ses résultats sont aussi valables pour p = 2.

Je tiens a remercier mon directeur de thése, Laurent Fargues, pour m’avoir proposée
ce sujet, et m’avoir donnée beaucoup d’aide en preparant cet article. Mes remerciments
vont aussi & Antoine Chambert-Loir pour m’avoir signalé son article [CL98| qui est
étroitement lié a cet article. Je remercie enfin le rapporteur d’avoir lu soigneusement
ce papier et de m’avoir donné des commentaires pertinents et enrichissants.

2. Rappels sur les anneaux de périodes de Fontaine

On supposera toujours que p est un nombre premier impair.

2.1. Notations. — Le théoréme de comparaison que nous démontrons dans la suite
concerne les groupes p-divisibles sur un anneau R. Voici les hypothéses faites et les
notations choisies concernant cet anneau :
— R désigne un anneau noethérien, p-adiquement séparé complet, normal, intégre,
et dans lequel p # 0.
— On fixe une cloture algébrique de Frac(R). L’anneau R est la fermeture intégrale
de R dans 'extension galoisienne maximale de Frac(R) étale au-dessus de R[1/p].
— R est le complété p-adique de R.
— On note I' = Aut(R|R) = 71 (Spec(R[1/p],7), ot 7] est un point géométrique au-
dessus du point générique de Spec(R) associé au choix de la cloture algébrique
de Frac(R).

Enfin, dans la suite BT x désigne la catégorie des groupes p-divisibles sur une base
X.

2.2. Anneaux de périodes. — Avant de définir les anneaux de périodes de Fon-
taine que nous utiliserons, commencons par deux lemmes de base concernant ’anneau

R.

Lemme 2.1. — L’anneav R est séparé pour la topologie p-adique : R < R.



Démonstration. — Comme R est un anneau noethérien, normal intégre de corps des
fractions de caractéristique 0, d’aprés ([Gro64], prop. 23.1.2) R est japonais.
Soit a € ﬂ p"R. Posons R’ égal a la cloture intégrale de R dans Frac(R[a]).

neN
Alors, R’ est une R-algébre finie car R est noethérien et japonais. En particulier,

R’ est noethérien. Comme a € ﬂ p"R', d’aprés le théoréme d’intersection de Krull

neN
([Eis95], coro. 5.4), on a a = 0. O

Lemme 2.2 (|Bri04|, prop. 2.4 p.23). — Le morphisme de Frobenius de R/pR
est surjectif.

Démonstration. — Soit a € R. Considérons le polynome P(X) = X?* — pX — a.
Soit x une racine de P(X), alors z est entier sur R. De plus en remarquant que
P'(z) = —p(1 — pa:pz_l) et pacpz_1 sont topologiquement nilpotents, donc P’(z) est
inversible dans R[x,1/p| puisque R[x] est une R-algébre fini elle est p-adiquement
compléte car R Dest. Donc R[z] C R et alors 22 = a mod p. O

On pose
S = (R/pB"™ = lm B/pR
N
ou les applications de transition sont le Frobenius. Considérons le sous-ensemble de
~N
R N
{(CB("))nzo eR | (x(n+1))1’ = x(”)},
On le voit comme un anneau avec les structures d’addition et de multiplication comme
suit :
() — (n+k) (n+k)\P* ot (n) _ p(n),,(n)
(z+y) Jm (@ RN et (zy)™ = 2y

L’application de réduction modulo p
~N
{(z™)ps0 € R | (x(n+1))p =z} 5 5
(az("))nzo — (m(") mod p),>0

est un isomorphisme d’anneaux (voir [FO], prop. 5.4 p.106). On identifie ces deux
anneaux dans la suite.

Suivant Fontaine, on définit une application

6: W) &
Sasolanlp™  — > alPpm
n>0

ol [a,] sont les relévements de Teichmiiller. C’est un homomorphisme de Z,-algébres.
De plus, le lemme 2.2 implique que @ est surjectif. Puisque R D va il existe un element
p € S tel que p(® = p. Fixons un tel élément.



Lemme 2.3. — kerf = (£), ou & =p — [p].

Démonstration. — 1l est clair que £ € ker 6. Pour voir que £ est un générateur de
ker 6, il suffit de vérifier le critére suivant : un élément z = ), [a,|p™ € ker 6 est un

générateur de ker 0 si aéo) € pﬁx.

Soit x un tel élément, on vérifie aussitot que ker 8 = (z) + pker §. Alors le fait que
x est un générateur de ker 6 découle du lemme de Nakayama p-adique puisque ker
est p-adiquement complet. O

Lemme 2.4. — L’élément £ est régulier dans W (S).

Démonstration. — Soit a = Y, <lan]p™ € W(S) avec a,, € S tel que £ - a = 0. Par
récurrence, il suffit de montrer que ag = 0. L’équation & -a = 0 se réécrit sous la forme

suivante

> ([an-1] = [pan))p™ + [pac] = 0,

n>1
d’ott pag = 0. Comme R n’a pas de p-torsion, on a ag = 0. O
Définition 2.5. — L’anneau A..;s(R) est le complété de 'enveloppe & puissances

divisées de (W(S),kerd) par rapport a sa filtration a puissances divisées. S’il y a

confusion avec anneau A..;s(R) défini par Fontaine, le complété p-adique de I’enve-
loppe & puissances divisées, on le notera A..;s(R).

Comme ¢ est régulier (lemme 2.4), on peut donner une description explicite de

Acris (E) .

Acris(ﬁ) = { Zangr: | an € W(S)},

n
n>0

une telle écriture d'un élément de A.,;s(R) n’étant pas unique.

L’anneau A.,;s(R) posséde des structures additionnelles :

— Probenius : ’homomorphisme ¢ : Ag.s(R) — Agnis(R) prolonge le Frobenius
usuel sur W(.5)

w: W(S) = W(S)
[a] = [a”],

car @(ker 0) C ker 6 4+ pW (5).
— Filtration : 'homomorphisme 6 s’étend en

6: Auis(R) — R.

Pour n € N, posons

Fil" Aeris(R) == ker(9)I" = { > a% | a; € W(S)},

i>n



ot ker(#) désigne le noyau de 0 : A..is(R) — R.
— Action de T' : L’action nature de I" sur S induit une action de I' sur W (S) et

Acris(R). De plus le morphisme 6 est T'-équivariant.

S’il n’y a pas de confusion, on abrége Agqis(R) en Agpis.

Lemme 2.6. — Notons ﬁ{T} = Dﬁ[T]((T)) Denveloppe & puissances divisées de

~ A~

(R[TY,(T)). Alors, ’homomorphisme de R-algébres
R{T} — gr®Aui(R)

n

T classe de % dans gr" Acris(R)

est un isomorphisme. En particulier, & est régulier dans A.mis(R) et pour n € N,

I’homomorphisme de R-modules

~

R — g"A.is(R)

1 —— classe de % dans gr'* Aqris(R)
est un isomorphisme. .
Démonstration. — Comme & est un élément régulier dans W(S) (lemme 2.4), d’apreés
([Ber74]| chap I, prop. 3.4.4), il y a un isomorphisme naturel
o1 : Dygoyy(s)(grtW(S)) = gr® Dy (s)(ker 0) = gr® Acris(R)

ol gr* W (S) est le gradué associé a la filtration ker f-adique de W (S), gr™ W (S) I'idéal
des éléments de degré strictement positif de gr*W(S), gr®Dyy(g)(kerf) le gradué
associé a la filtration ker f-PD-adique de Dy (g)(ker #). D’autre part, le morphisme 6
induit un isomorphisme naturel

ar* W (S) = R[T]
qui nous donne un isomorphisme
g Dype (gr™W(S)) = ﬁ{T}
Le composé o o ay L est Iisomorphisme désiré. O
Remarque 2.7. —
1. Le noyau de 6 : A.pis(R) — R west pas un idéal principal de A..;s(R).
2. On adopte ici la définition de ACM»S(E) utilisée dans [Fal99] qui est differente de

celle de Fontaine. Rappelons que A..;s(R) tel défini par Fontaine est le complété
p-adique de ’enveloppe & puissances divisées de W (S) par rapport a ker(6). Il
existe un homomorphisme naturel injectif A..;s(R) — Apris (R). Cependant, ces

deux anneaux possédent des propriétés identiques.
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3. Soit 'anneau de Fontaine

B;R (R) =1l

n

=

W(S)[ 5]/ (kex(6))",

IgT

% pour la topologie ker(6)-adique. L’homorphisme 6

le complété de W(S)[

s'¢tend en 0 : Bj,(R) — R[1/p]. Lafiltration de B}, (R) est définie par Fil" B, (R)
ker(0)" = "B, (R). On dispose alors de plongements naturels

Acris (E) — Acris (E) — B;Z_R(R)v

ol la deuxiéme injection est due & linjectivité des gradués : gr®Ag.is(R) <
gr* Bl (R).

Voici maintenant une propriété fondamentale des anneaux de périodes entiers.

Lemme 2.8. — Pour tout entier i tel que 0 < i < p, la restriction de ¢ a Fil’ Acris
est divisible par p'. De plus, ﬁ(Fili Acris) engendre Acris, plus précisément % €
A?Tis‘

Démonstration. — Pour la premiére assertion, il suffit de montrer que ¢(¢) est di-

visible par p. Cela revient au méme de dire que ¢(£) = 0 mod p. Comme ¢ est un
relévement de Frobenius, on a
&p
4,0(6) = fp =p- ; =0 mod pAcriSa
d’ou le résultat.
Pour la seconde assertion, il suffit de montrer que % € AX... On a les égalités
suivantes

¢(§) _P- "] _ (p —[p)” +1— zp: (i?)pi—l(_[pbp—i_

=1

Onpose u=1-3>" | (?)p"~(—[p])?~". Comme 1 —u € pW (S), u est inversible dans
W (S). Alors,

(B e e (E) — et T B e @)

|

p = = p* (pn)!
d’ou le résultat. O
Remarque 2.9. — Le fait que ¢ py: soit divisible par p’ n’est pas particulier a

Aeris(R). Si @ est un relévement de Frobenius sur un anneau sans torsion et si I est
un idéal ayant des puissances divisées dans cet anneau, alors ¢ restreint a Il est
divisible par p’ lorsque i < p. Ce qui est remarquable ici c’est la seconde partie du
lemme qui dit que ¢ est un “bon relévement de Frobenius”.
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Définition 2.10. — On notera pour 0 < i < p les Frobenius divisés par
_ PIFil" Acrys
o

Posons
Zp(1) = {(€n)n>0 | €0 =1, €} 1 = €n,€n € ppn (Zy)} C ™.
Pour € € Z,(1), 1 — [¢] € kerf et donc la série
_ no1 (= 1D"
log[e] = ;( 1) -
converge et définit un élément dans Fil' Airis (R), d’ott un homomorphisme
ot Zy(1) = Fil' Ayis(Zy) C Fil' Aeris(R).

Considérons le composé

~

Zy(1) —2> Fil' Apyiy(Zy) ———> gr' Auis(Z,) ———> 7,

bS]

x mod Fil® Agpis(Z,) — 6(

)-

mlg

L’image de € par ce composé est 0(=— [~ .
Si € # 1, on vérifie aussitot que vp((e - 1)) = . Alors 9([6 1y £ 0. On en
déduit que « est une injection. Posons ¢t = «a(e), ou € est un generateur de Z,(1). Alors

Zp(1) = Zyt et o(t) = pt.

Remarque 2.11. — Le groupe de Galois Gal(Q,/Q,) agit sur Z,(1) via le caractére
cyclotomique, et 'inclusion Z,(1) < Agms(R) est T-équivariante via

I = 1 (Spec(R[1/p],7) — m1(Spec(Qy), 7) = Gal(Q,/Qy)-
Lemme 2.12. — L’élément t est régulier dans B, (R).

Démonstration. — 1l suffit de montrer que pour tout n € N, la multiplication scalaire

n

S D ) e — i)y

i=1
est injective. Cela découle du fait que 9(%) # 0 et que £ est régulier dans W (S)[1/p].
O

Dans la suite on pose

R) := Acris(R)[1/p),
Bcris (E) = chs (E)[l/t] 0”5 (E)[l/t]’
R) = Bip(R)[1/1]
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L’anneau B}, (R), resp. Beris(R), resp. Bar(R), posséde naturellement une N-filtration,

cris

resp. Z-filtration, resp. Z-filtration, qui étend la N-filtration sur A..;s(R), resp. Acris(R),
resp. Bij(R). De plus, les filtraions sur B, (R) et Be.;s(R) coincident avec la res-

cris

triction de la Z-filtration sur Bgr(R) via les inclusions naturelles

l?ﬁi (j?) — lgcris(}%) — lgdf{(jz)’

cris
ot la deuxiéme injection est due a l'injection B, (R) < BJ;(R) et le fait que t est

un élément régulier dans Bjj,(R) (Lemme 2.12).

3. F-cristaux filtrés associés aux groupes p-divisibles

3.1. Site cristallin PD-nilpotent NCRIS(S/Y) et Frobenius. — Dans cette
section, notons S = Spf(R) comme schéma formel p-adique, Sy = Spec(R/pR), ¥ =
Spf(Z,) et Xy = Spec(F,).

Définition 3.1. —
On désigne par NCRIS(S/X) le gros site Zariski-cristallin PD-nilpotent de S sur
Y. 1l s’agit du site suivant :
(a) Un objet est la donnée :
— d’un S-schéma formel U qui est p-adique, c’est & dire dont un idéal de définition
est pOy
— d’une X-immersion fermée ¢ de U dans un 3-schéma formel T définie par un
idéal Z de Or et d’une PD-structure ¢ sur Z, compatible & celle sur (p) de Zy,
telle que (Z1M + P Or1)n.men forment un systéme fondamental de voisinages de
0 dans Or i.e. T'est la limite inductive de schémas lim Spec(Or /T ] 4 pmOr).

n,m>0
Un tel objet est appelé épaississement a puissances divisées de U. Notons-le (U, T, i, §),
ou (U < T) lorsqu’il n’y a pas de confusion possible.

(b) Un morphisme (U',T",4,¢") — (U,T.,4,6) est un couple de morphismes
v:U —=U, u:T =T,
tels que v soit un S-morphisme, u soit un X-morphisme commutant aux puissances

divisées, et uoi’ =iow.
(c¢) Un recouvrement d'un objet (U, T, 4,d) est donné par une famille de morphismes

((Uj,Tj,ij,(Sj) — (U, T,i,é))

J

ou (T; — T'); est un recouvrement Zariski de T' et pour tout j, U; =T, NU.

On définit un faisceau d’anneaux Og/5, sur NCRIS(S/X) en posant pour tout objet
(U—=T)
OS/E(U — T) = F(T7 OT)
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Un cristal en Og/s.-modules localements libres de rang fini sur NCRIS(S/X) est une
section cartésienne du champ au-dessus de NCRIS(S/X) dont la fibre au-dessus d’un
objet (U — T') de NCRIS(S/X) est la catégorie des Op-modules localements libres de
rang fini. On note cette catégorie Mod(S/X). Similairement, pour Sy, on peut définir
les catégories NCRIS(Sp/X), Og, /s et Mod(Sy/%).

Le Frobenius absolu sur Sy

Frob
So ——> S0

L,

Spf Z,, —%> Spf Z,

définit un foncteur Frob™ : Mod(So/¥) — Mod(So/X). Or, le foncteur naturel
Mod(S/%) — Mod(Sp/X) est une équivalence de catégories ([BO78| chap.VI, 6.7).
En prenant un quasi-inverse, on obtient un foncteur

Frob® : Mod(S/%) — Mod(S/%).

Pour X un S-schéma formel notons Xy sa réduction modulo p. Si & € Mod(S/X)
et (U — T) € NCRIS(S/X) il définit par composition Uy < U < T un objet
(Up = T) € NCRIS(S/X). On a alors

(Fl"obﬂ< g)(U<—>T) = (FI"Ob”< 5)(U0:_>T) = 5(U(gp]<_>T)

ol U([)p I est le S-schéma formel de schéma formel sous-jacent Uy et de morphisme
structural

F‘robso
Up — So ——— So — S,

la premiére fleche étant le morphisme structural de Uy /Sp. Si T posséde un relévement
de Frobenius ¢ : T'— T, un tel relévement définit un morphisme dans NCRIS(S/¥)

U1

Froby, \L \L o

U0(—> T.
La propriété de cristal induit donc un isomorphisme
(FI‘Ob’k 6)(U‘—>T) :—> J*g(U‘—>T)'

Ainsi, si £ € Mod(S/Y) est muni d’'un morphisme @ : Frob* & — &£, pour un tel
(U < T) muni d’'un relévement de Frobenius o : T' — T, 'opérateur ® s’incarne en
un morphisme o#-linéaire de &) dans lui-méme, ol o : Op — Or.

3.2. La categorie MFI"I(R). —
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8.2.1. Definition de la catégorie. — On définit dans cette section une catégorie de
F-cristaux filtrés particuliérement adaptée aux modules de Dieudonné des groupes p-
divisibles. Si £ € Mod(S/X) on note Eg 'évaluation du cristal £ sur 1’épaississement

tautologique S 14, 8. Cest un Og-module localement libre de rang fini. On note
Es, la réduction modulo p de &g, c’est a dire I’évaluation de £ sur ’épaississement

So =% Sp. On note & la restriction de € & NCRIS(Sp/Xo) c¢’est a dire aux épaissis-
sements annulés par p.

Si F est un Og-module il définit un Og/s-module ig 5. F en posant (ig/s.F) o) =
ixa*F sia:U — S est le morphisme structural et i : U < T'. Si Jg/5; C Og/x désigne
I’idéal & puissances divisées on a

Os/s/Js)s = is/z0s
et en fait ig/x,JF est un OS/E/JS/Z—module. De méme si F est un Og,-module il
définit un Og, /5,-module ig, /5. F sur NCRIS(Sp/%0).
Définition 3.2. — La catégorie MFIL0] (R) consiste en les triplets (£, P, U, Fil Eg)
ou

1. & est un élément de Mod(S/X).

2. @ : Frob*€ — £ et ¥ : £ — Frob*€ sont des morphismes vérifiant

PoVU=pId et Vod=pld.

3. Fil&g C Eg est un sous-Og-module localement libre localement facteur direct.

4. Notons Fil&s, C Es, = £s/pEs la réduction modulo p de FilEg. Soit Fil &y le
sous Og,/5,-module de & qui est 'image réciproque de ig, /5.« FilEs, via le
morphisme

Eo = 15,/5,+E50
de réduction modulo Jg,/5,. On demande alors que les morphismes composés
de Og, /5,-modules

Frob* Fil £, —s Frob* & —— &
et
£ —2 Frob* & —» Frob*(&,/ Fil &)
soient nuls.
Définition 3.3. — Soit (€, ®,¥,FilEg) € MFI1O(R). On définit une filtration
décroissante Fil® £ de £g en posant
Fil ™' &5 = &g
Fil’ &5 = Fil &g
Fil' £ = 0.
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Notons
a: € —» S/JS/EE = is/g*gs.
On pose alors
Fil€ = o™ ! (ig/n. FilEs).

On définit la filtration décroissante Fil* £ du Og/x-module £ comme étant

Filr'e=¢
Fil’€ =Fil€
Fil" € = Jy e + T FilE sik > 1.

Le faisceau Fil€ est un Og/s-module contenant Jg/=& tel que
Fil&/Js/s€ = ig/s« Fil Es.
On a bien str
(Fil* &)s = Fil* &g.

3.2.2. Lorsque Frobenius se reléve en caractéristique 0. — Le point (3) de la propo-
sition suivante joue un réle important dans la suite.

Proposition 3.4. — Soient (,®, ¥, Fil&s) € MFI(R) et (U < T) e NCRIS(S/%)
avec T sans p-torsion muni d’un relévement de Frobenius o : T — T. Notons
D=Eysr) et FilD=TFilEyor.
Soit ¢ : D — D le morphisme o -linéaire déduit de ® et de o.
1. Il y a une inclusion o(FilD) C pD.

2. Le faisceau
(FilD) + ¢(D)

SHRS

engendre le Op-module D.

3. Soit T C Op lidéal de U dans T. Supposons de plus que le relévement de
Frobenius o soit tel que @ C Or engendre Op comme Op-module. Alors,

%(FHD) engendre D comme Or-module.

Démonstration. — Notons Dy := D/pD = (&) wy—1,)- Le point (1) est alors une
conséquence immédiate de ce que le composé

Frob* Fil & — Frob* & —2+ &,

est nul (cf. point (4) de la définition 3.2).
La nullité du morphisme composé

£ —+ Frob* & —» Frob*(&,/ Fil &)
entraine que l'image de

Vi, 1 Do — Do @0, Frob Oty
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est contenue dans I'image de
Fil Dy ®04,,Frob Oy — Do @0, Frob Oy -

Localement sur T', soit € D. On peut donc écrire
Vyor(z) = Zyz ® A JFPZZJ‘ & fhj
i J
ol pour tout ¢, y; € FilD et pour tout j, z; € D. Puisque ® o ¥ = p on a alors
¥ P\Yi
o= 20wy (o) = SAEE 4 3 el
( J

Le point (2) s’en déduit.
Sous 'hypothése du point (3), localement sur T on peut écrire

B V@(wk)
17; e

ou pour tout k, wy € Z. Alors, pour tout z € D on a

ola) = 30 1 AD)
k

p

ou pour tout k, wipz € ID C FilD. Le point (3) se déduit alors du point (2). O
La remarque suivante est signalée par le rapporteur.

Remarque 3.5. — Dans la preuve de la proposition précédente, on a montré que
Vi1, (Do) C Im(Fil Dy @0, Frob Oy — Do @0, Frob OT)-

En fait, ces deux sous-modules de Frob*Dy sont égaux. On peut voir I'inclusion de
Iautre direction comme suit. Comme Wo ® = ® o ¥ = p et T est supposé sans p-
torsion, les morphismes Wy, et @y, sont tous injectifs. De plus, on en déduit
une suite exacte

0 = Frob*D /Ty, (D) 57 D/pD — D/Im (D7) — 0
qui s’identifie & la suite exacte suivante :
0— FI‘Ob*DQ/\I/UO;)TO (Do) — DO — Do/Im((I)U[f_)TO) — 0.

En particulier ¥y, 1, (Do) = Ker(®y,s1, ). Comme le morphisme composé Frob*FilDy —
Ug—To

3
Frob*Dg == ° Dy est nul, I'image de Frob*FilDg dans Frob* Dy est contenue dans
Vi1, (Do)-
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8.2.8. Le F-module filtré associé a un groupe p-divisible. — Soit G un groupe p-
divisible sur S. On note D(Gg,) son module de Dieudonné covariant vu comme un
cristal sur NCRIS(S/X). Comme I'indique la notation il ne dépend que de la réduction
modulo p de G. 11 y a une identification

D(GY)) = Frob” D(Gs, )
Le morphisme de Frobenius F': Gg, — Gg;) induit alors
U :D(Gg,) — Frob* D(Gg,).
Le Verschiebung V : Gg;) — G, induit
® : Frob* D(Gs,) — D(Gg,).
Si E(G) désigne extension vectorielle universelle de G ([Mes72]) on a
D(Gs,)s = Lie E(G).
Posons
FilD(Gg,)s = Lie(GY)*,
ot GV désigne le dual de Cartier de G. Il s’agit de la partie vectorielle de 1’extension
vectorielle universelle de G. On a

D(GSO)S/FHD(GS’O)S = Lle(G)

Proposition 3.6. — Pour un groupe p-divisible G sur S on a (D(Gg,), ®, ¥, FilD(Gg,)s) €
MFELU(R).

Démonstration. — Seul le point (4) de la définition 3.2 demande vérification. Soit
(U <= T) avec T affine annulé par p. Soit Gy un relévement a T' du groupe p-divisible
Gy. Soit T C Or l'idéal de U dans T'. Notons D = D(G's, ) (). On a alors

FilD = Lie(GY,)* +Z.D
D/FilD = LieGy.

Puisque 7 est muni de puissances divisées, pour tout z € Z on a P = 0. Pour vérifier
que le composé

. o
FilD ®OT,Fr0b OT — D ®OT,Frob OT — D
est nul il suffit de vérifier que le composé
—— P
Lle(G\(})* ®OT,Frob OT — D ®OT,Frob OT — D

I’est. Mais ce morphisme n’est rien d’autre que le morphisme induit au niveau des
algeébres de Lie par F' : G, — (G[V])(p). 11 est donc nul.
Le morphisme composé

D YsD ®0; Frob Or — (D/ Fil D) @0, Frob Or
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s’écrit comme le composé
D —» Lie éU Lie—(F)> Lie éU ®0r,Frob Or — Lie Gy ®0; Frob O
Ou Lie(F) est le morphisme induit au niveau des algébres de Lie par F : Gu — égj).
Il est donc nul.
O

On a donc défini un foncteur Z,-linéaire module de Dieudonné filtré

DF : BTy — MFIL(R).

Exemple 3.7. —

1. DF(Q,/Z,) est donné par
- &=0gx
C D Ogyw = Og)s et U2 Ogys —5 Oy
- Fil&g = Og.

~

2. DF(G,,) est donné par
- &=0g/x
Id
- o Os/g — 05/2 et U Os/g —X£—> OS/Z
- Fil€s = 0.

8.2.4. Dual de Cartier. — Soit (£,®, ¥, Fil€s) € MFILY(R). On définit son dual
de Cartier comme étant

(€Y, WY, @V, (Fil&s) ).

On vérifie que c’est encore un objet de /\/l]:[_l’o](R). On vérifie de plus en utilisant
les résultats du chapitre 5 de [BBM82] que si G € BT alors le dual de Cartier de
DF(G) s’identifie canoniquement a DF(GVY).

3.3. Représentation galoisienne associée a un objet de MFIL0) (R). — Soit
(£,®,,FilEs) € MFI1(R). Posons

~

E =T(Acis(R) » R, €)

muni de la filtration
Fil* E = F(Ams(ﬁ) — R, Fil* 5).

C’est un A..is(R)-module localement libre de rang fini sur Spf(A..;s(R)) muni d'un
endomorphisme @-semi-linéaire ¢ : £ — E déduit de ®, et d’une action semi-linéaire
de I', i.e. pour 7 € I, le morphisme 7 : £ — FE est associé au morphisme dans
NCRIS(S/%) :

~ ~

(Acris (R) - R) (T_,;—) (Acris (R) - R)
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Cette action commute & ¢ en vertu de la fonctorialité de ¢ et Fil® E est stable sous
I'. On note Fil E := Fil’ E qui détermine complétement Fil®* E. Si M = I'(S, &£s) et
FilM =T(S,Fil&s) on a

E/Fil' AyyyE=M@r R et FilE/Fil' A, E = FilM ® R.

Exemple 3.8. —
(1) Si &€ =DF(Q,/Zy), on a E = Agris(R) - € ot :
— Le Frobenius est pe = pe;
— L’action de T" est ce = e, pour 0 € T';

— La filtration est Fil" E = Fil" A.s(R) - € pour n € N.

o~

(2) Si £ =DF(Gy), ona E = Ags(R) - e ou:

— Le Frobenius est pe = ¢;

— L’action de I" est oe = ¢, pour 0 € I';

— La Filtration est Fil" E = Fil"*! A_,.;, (R) - e, pour n € N.

Définition 3.9. — On définit deux foncteurs
T, : MFERY(R)  — 7, — modules
(&,9,9,FilEs) — (FilE)PTP
et
V, : MFER(R) — Q[T — modules
(£,0,0,FilEg) — T,(E,®, T, Fil £5)[1/p)].

Dans la suite on abrége T,,(£,®, ¥, Fil€g) en T,(£). On peut réécrire le foncteur
T, sous la forme

Homg pi (DF(Qy/Z,), = E) = T(E)
f —

ol ]D)F(QI,/ZP)A = Acris - € (cf. exemple 3.8).

Remarque 3.10. — Supposons que I'(S,Fil&g) et I'(S, Es/Fil€g) soient des R-

modules libres de rang n — r et r respectivement. Alors, E est un A..;s(R)-module
libre de rang n. On peut de plus trouver une base (e;)1<i<n de E telle que

cris— R

FilE =Fil' Acriser @ -+ @ Fil' Agpiser ® Acriseri1 @ -+ @ Acpisen.
La filtration Fil® E est alors donnée par
Vi<0Fil'E=E
i=0Fil"E=FilE
Vi >0 Fil' E=Fil'"™ Agige1 @ - @ Fil'™ Agpise, @ Fil' Agpigern @ - @ Fil' Agpigen.
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4. Théoréme de comparaison

4.1. L’énconcé du théoréme. — On généralise un théoréme de comparaison de
Faltings ([Fal99] théoréme 5) en remplacant par 'anneau R l'anneau de valuation
discréte complet qu’il utilise.

Théoréme 4.1. — Soit R une Z,-algébre noethérienne, p-adiquement compléte, nor-
male, intégre et sans p-torsion. Soit (£,®, ¥, FilEs) € MFIN(R). On suppose de
plus que T'(S,Fil&g) et T'(S, Es/FilEs) sont des R-modules libres. Les propriétés
suivantes sont alors vérifiées.

1. Le Z,-module T, (&) est libre de méme rang que celui de &.

2. Si E= EA BT le morphisme naturel de Agpis(R)-modules filtrés

Tp(€) ®z, Acris(R) — E
est injectif strictement compatible auz filtrations et de conoyau annulé par t.

Remarque 4.2. — Théoréme 4.1 (2) est déja connu par Chambert-Loir [CL98|. Il a
démontré un théoréme de comparaison p-adique cristallin pour les schémas en groupes
finis localement libres en utilisant la théorie de Dieudonné cristalline de Berthelot,
Breen et Messing. Théoréme 4.1 (2) de ce papier s'est obtenu du [CL98| Théoréme
3.6 en passant a la limite.

Lorsque R est un anneau noethérien normal local de corps résiduel parfait de
caractéristique p et de corps des fractions de caractéristique 0, Lau a aussi obtenu
dans [Lau] des résultats analogues sur le module de Tate en utilisant la théorie de
display de Zink. Ses résultats sont aussi valables pour p = 2.

On détaillera la démonstration de ce théoréme plus loin, démonstration qui est
essentiellement celle de 'article de Faltings. Notons d’abord le corollaire immédiat
suivant.

Corollaire 4.3. — Avec les méme hypothéses que celles du Théoréme 4.1, on a un
isomorphisme

Vo(E) ®q, Beris(R) = E®4_ . ) Beris(R)
qui est compatible aux filtrationz, auzr actions de I' et aux morphismes de Frobenius
st on munit le membre de gauche du Frobenius p ® ¢ et celui de droite de ¢ ® .

Soit H un groupe p-divisible sur R. Notons T},(H) le module de Tate associé¢ & H et
Vp(H) :==T,(H)[1/p]. Ces modules de Tate sont associés au choix fait au tout début
d’une cloture algébrique de Frac(R) (cf. section 2.1). On a

T,(H) = Hom (Q,/Zy, Hﬁ)
L’application
Hom(Qp/Zy, Hz) — Homy, pi (DF(QP/ZP)A =, DF(H) ﬁ) =T,(DF(H))

D
cris— R
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induit un morphisme de Z,[I'-modules
i« Ty(H) — T,(DF(H)).

Corollaire 4.4. — Supposons que Lie H et Lie(H") soient des R-modules libres. Le
morphisme de périodes
Bu - Tp(H) = T,(DF(H))

est alors un isomorphisme.

On reporte la preuve de ce corollaire a la fin de cet article.

4.2. Préparatifs a la preuve. — Sous les hypothéses du théoréme 4.1, posons

E= gAc,.is(E)%ﬁ'

C’est un A.,js-module libre. Il posséde de plus une base (e;)1<i<n telle que
Fil E = Fil' Acriser ® -+ @ Fil' Apiser © Acriserin @ -+ @ Acrisen.
D’apres le point (1) de la proposition 3.4 ¢(Fil E) C pE. On note
@1:%:Fi1E—>E.

Le point (3) de la proposition 3.4 et le lemme 2.8 entrainent la proposition suivante.

Proposition 4.5. — La collection (v(e1), -+ ,0(er),01(ert1),- -, p1(en)) est une
base de E.

On note dans la suite §; = 1si1 <i<r,et§; =0,sir+1<i<n.Pour

T = Zziei e FilE
i=1
on a la formule

n

p1(x) =D w5 (x:)p1s,(e:)-

i=1

Pour 7 € N on définit Fil(E/p" T E) comme étant 'image de Fil E dans E/p" ™' E

c’est & dire
E/pE = gAm-s/pT“Amﬁ»ﬁ/p"“ﬁ
et
Fll(E/pT”-'rlE) = (FﬂE)Acm:s/l?"drlAcm‘,s—»ﬁ/PrJrlE'
Puisque E/FilE est sans p-torsion on a FilE N p"T'E = p"tlFil E. L'opérateur
semi-linéaire ¢, : FilE — E fournit donc par réduction modulo p™+! un opérateur
semi-linéaire
o1 : Fil(E/p"E) — E/p" T E.

On vérifie facilement le lemme qui suit.
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Lemme 4.6. — Pour 0 <i<p—1 on a @;(Fil” Aeris) C pAcris-

Notons Fil (E/(p"™' E + p" Fil” A.,;sE)) pour I'image de Fil E dans E/(p" ™ E +
p" Fil” A..isE). Les modules E/(p" T E+p" FilP Agis E) et Fil(E/(p" P L E+p" Fil” A5 F))
sont les évaluations des modules £ et Fil € sur ’épaississement

0: Aris/ (" Acris +p" FilP Apis) — R/p™'R.
Comme précédemment, puisque F/Fil E est sans p-torsion, on a
FilEN (p" ™' E + p" Fil” AppisE) = p" T FilE 4 p" FilP A,  E.
On déduit donc du lemme précédent que ¢ : Fil E — E induit un opérateur semi-
linéaire
o1 Fil (E/(p"™ E + p" Fil* AprisE)) — E/(p" T E + p" FilP A, E).
4.3. Démonstration du point (1) du Théoréme 4.1. — On montre dans cette
sous-section que dimg, (Fil E)#1=1d = n_ La preuve se divise en trois étapes.
1. On montre dans le lemme 4.7 que
Fil(E/pE)# =14 2 Fil(E/pE + FilP Auis )71,
2. On montre dans le lemme 4.9 que dimg, Fil(E/pE + Fil” Aeris B)91 =1 =,
3. On montre dans le lemme 4.12 que (Fil £)**=14 — Fil(E/pE)**=14 est surjectif.

Cela nous permettra de conclure car (Fil E)?1=!4 est un Z,-module p-adiquement
complet sans p-torsion et ker((Fil £)?1=1d — Fil(E/pE)*1=1) = p(Fil £)#1=1d,

Commengons par la premiére étape.

Lemme 4.7 —
(1) L’application de réduction modulo FilP Ag.;s induit un isomorphisme

Fil(E/pE)#* =" " Fil (E/(pE + Fil” Ao E)) 7
(2) Similairement, pour r € N,
Fil(B/p E)* = = Fil (B (0 B + p" FilP Agyi, )7
Démonstration. — Utilisant le lemme 4.6 il est aisé de vérifier que I’application
Fil (B/(p"'E + p' Fil” A.isE)) 7' — Fil(E/p" T E)#=1
z — pi(T),

ot ¥ € Fil(E/p"tE) est un relévement quelconque de x, est bien définie indépen-
damment du choix d’un tel relévement et est un inverse a 'application de réduction
modulo Fil” A.,;s. O

On vérifie que pour 0 < i < p, @; : Fil' Apris = Aepis passe au quotient en une
application de Fil' A¢ris + pAcris/PAcris + FilP Aeris dans lui-méme.
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Lemme 4.8. — Munissons R/pR de la filtration suivante : pour i > 0
Fil' R/pR = p'/PR/pR.
Munissons le également des Frobenius divisés : pour 0 < i < p

vz € Fil' R/pR, ¢;(T) = (ici;)imod .
1l existe alors un isomorphisme d’anneaux
Y Aeris(R)/(pAeris(R) + FilP Ais(R)) = R/pR
compatible & la filtration image de celle de Acris et aux Frobenius divisés (¢;)o<i<p—1-
Démonstration. — On a un homomorphisme naturel surjectif :
a: W(S) — Acris/ Fil” Acris
de noyau ker(a) = W(S) NFil? A..;s = EPW(S). En effet, soit

T = Z an% € W(S)NFil? Aepis.

Alors f(x) = 0 et donc x = £ - b, ot b € W(S). Puisque 1’élément & est régulier dans
Bin(R), on a dans B, (R)

b &
—Y e
n>p
La formule précédente implique que 6(b) = 0. Par récurrence sur j, 0 < j < p, on
montre ainsi que z = &7b; ot b; € W(S) s’écrit dans Bjj,(R)

£
bj = Zan ol .

n>p

On conclut que = € EPW(S).
L’homomorphisme « induit modulo p un isomorphisme qu’on note encore « :

a:S/pP=W(8)/(p,") = Acris(R)/(p, Fil” Acris(R)).
Considérons maintenant 'application
B:S/pPS — R/pR
r mod p¥ +—— 1.

On affirme que [ est un isomorphisme d’anneaux. D’aprés la définition de S, on
voit aussitot que B est un homomorphisme d’anneaux. La surjectivité de 3 est due
a la surjectivité du Frobenius sur R/pR. Concernant I'injectivité, il suffit d’utiliser

I'argument suivant. Pour tout i € N, = € R,

2? € pR =z € p'/"'R.
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Soit en effet un tel x.AEcrivons x =a-+pbaveca € R et b€ R. L’hypothése 2 € pR
implique que a?' € pR N R = pR. Puisque R est intégralement clos, a € p'/ piﬁ, d’ou
le résultat pour x.

En composant 3 avec o', on obtient I'isomorphisme v = o a~! désiré. Il reste a
vérifier les compatibilités aux filtrations et aux Frobenius divisés. La compatibilité aux

1

filtrations est évidente puisque y(£%) = (—p/?)’. Pour la compatibilité aux Frobenius
divisées ¢y, il suffit de vérifier que @; o y(£%) = v 0 p;(£%) pour 0 < i < p — 1, car les
Frobenius ¢; sur Ae.is(R)/(p, Fil® Aeris(R)) et R/pR sont tous des homomorphismes
semi-linéaires. Cela ne pose pas de probléme. O

Ainsi I’épaississement de NCRIS(S/X) donné par
0 : Acris/(PAcris + Fil” Acpis) — ﬁ/pﬁ
s’'identifie a ’épaississement
R/pR Frob , R/pR.
On note désormais
Yt Acris — Acris/(PAcris + FilP Agyis) — R/pR.
Lemme 4.9. — On a ’égalité
dims, Fil (E/(pE + Fil” A,..,E))* "4 = n

Démonstration. — 1l suffit de montrer que Fil(E®a4,,,, 5 R/pR)¥*~14 est de cardinal
p™. Soit

T = Z Z;e; € Fil(E ®a4,,,, 5 R/pﬁ)wzld

i=1

ol z1,...,2, € p’PR et xy41,..., 2, € R. Soit

A = (ai)1<ij<n € GLn(R/pR)

la matrice de passage de la base (¢1_s,(e;)); & la base (e;);, de E®a,,,, 5 R/pR, i.e.

criss
n

ej =Y aijpr1-s(e:)
i=1

pour 1 < j < n, avec a;; € R. Alors la matrice relevée (a;;);; € GL,(R).
L’équation ¢; () = x s’écrit

e (@)ersie) = > auTipis(en).
=1

1<4,5<n
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Cela est équivalent au systéme d’équations

Vi<r, ol = —pz aijz; mod p*,
J

J

On montre dans le lemme 4.10 qu’il y a un unique relévement (y;); € R" des
(7;); € (R/pR)" tel que y¥ = (—p)% > aijyj pour 1 <i <mn. Posons

B=R[U1, - ,U,]/(UF — (—p)* Zaijvm

qui est une R-algébre finie et plate sur R d’aprés le lemme 4.11 qui suit. On en déduit
une bijection

Fi(E®, . & R/pR)*~'" = Homp(B,R)
(@1, Zn) = [Ui = i
On montre maintenant que B[1/p] ~ R[1/p]?". On peut choisir une extension finie

R’ C R de R, telle que B provient du changement de base de R’, i.e. B = B’ ®p R,
ou

B'=R[Uy, - U]/ (UF = (—p)* ZaijUJ’)i~

D’aprés la définition de R, il suffit alors de montrer que B’[1/p] est étale sur R'[1/p].
La matrice jacobienne associée a la présentation de B’ écrite ci-dessus est

A = diag(pr_1)1§¢gn - diag((—p)éi)léiﬁn A
Alors,
diag((—p) ") 1<i<n - A = diag ((—1) % p' % Uf71)1§z‘§n —A

Sil<i<r Ue€pB et donc p=%UP ! est p-adiquement topologiquement nil-
potent. Si r < i < n, p'~%UP™" = pUP™" qui l'est donc également. Comme A est
inversible et la matrice diagonale du terme & droite de I’équation précédente est p-
adiquement topologiquement nilpotente dans ’anneau B’ qui est p-adiquement com-
plet car fini sur R/, la matrice A est inversible dans B’[1/p]. D’ou le résultat.

Le normalisé B de B est donc isomorphe a R ce qui implique que
Fil(E®, . @5 R/pR)?*=" = Homp(B, R)

est de cardinal p”. O
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Lemme 4.10. — Soit (a;j)i<ij<n € GL,(R). Soit (z:)1<i<n € r" vérifiant les
congruences
Vi<r ot = —pZaijxj mod p?,
J
Vi>r, ol = Zaijxj mod p.
J

Il existe alors une unique collection (y;)1<i<n € r" congruente G (x;)1<i<n modulo p
telle que

Vi<r, gl =-pYy_ aiy;,
J
Vi >, oyt = Zaijyj.
J

Démonstration. — Il s’agit d’une variante de la méthode de Newton faisant intervenir
des congruences modulo p et p? simultanément. Pour € > 1, € € Q, et (Yi)1<i<n € r"
vérifiant y; € p%/PR, remarquons que les quantités

y? mod pHoi et (—p)éi Zaijyi mod p<t%
J

ne dépendent que de la classe de congruence modulo p¢ de (y;);. Pour un tel €, on dit
alors que

(Ti)i<i<n € H p"/"R/p‘R
1<i<n
est une solution du systéme d’équations (E,) si

(—p)% Z a;jy; mod ptoi.
J

Vi, i
Soit (;); une solution de (E.). Montrons que pour €' €]e, e+ p’%l[, il existe une unique
solution
@)ie [[ »/"R/p"R
1<i<n

de (Ee) qui releve (g;);.

Pour 1 <4 < n, on cherche y} sous la forme y; = y;+p°b;. On vérifie que 'hypothése
€ €le,e+ %[ implique que

v’ = y! mod p5/+5i.
Pour tout 4, notons z; € R tel que

v = (=)™ ) aiy; = p iz
J
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Dire que (g}); est solution de (E¢) est alors équivalent a ce que pour tout ¢ on ait

z = (—1)% Zaijbj mod p° ~*.

J

Si A= ((—1)%a;;)i; € GL,(R), Z est le vecteur colonne (z;); et W le vecteur colonne
(b)i, cela est encore équivalent a ce que

Z =AW mod pELE

soit encore
W =A"1.27 mod pe'*e.

Le résultat s’en déduit. O

Lemme 4.11. — Soit A un anneau, n > 1 et d > 2 deux entiers et (ai;)i; € M, (A).
Posons pour 1 < i <n,

fi =U8 - En:aijUj € AlUy,..., Uyl
j=1
Alors, la A-algébre
B = AlUy,...,Un]/(fi)i<i<n
est un A-module libre de base les images des {Uli1 U0 < <dyk=1,--+ ,n}.

Démonstration. — Le fait que les éléments annoncés engendrent le A-module B ne
pose pas de probléme. Il reste & vérifier qu’ils sont linéairement indépendants. Soit
C = A[Uy,- -+ ,U,] Panneau des polynomes a n variables. Soient (g;)1<i<n € C™ tels
que 1" | gif; soit une combinaison linéaire de (U{" - -~ Uir)g<;, <4- On veut montrer
que 377, gifi = 0.

Posons m = maxi<;<n(degg;). Soit g; », la partie homogéne de degré m de g;. En
considérant la partie homogéne de degré m-+d de Z?Zl figi,ona 22;1 gimeid =0.0n
peut donc écrire g; ,, sous la forme g; ,, = Z?Zl_’#i hijUJd, ot h;; € C' est homogéne

13

7

tel que h;; 4+ h;; = 0 pour ¢ # j. Posons 1); = Zj:l,j;éi hijfj; 1<i<mn,ona
Y owifi= hififi =Y (hij+hy)fif; = 0.
i i#] i<j
Posons g} = g; — ;. On obtient Y1 | gif; = >, g;fi et max; degg] < m. Alors par
récurrence sur m, on peut supposer m = 0. Cela implique que Y ;" | g;f; = 0. O

Lemme 4.12. — Le morphisme
(Fil E)#=! - Fil(E/pE)# =1

est surjectif.
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Démonstration. — Pour r € N\{0}, on montre que
Fil(E/p" 1 E)# =14 — Fil(E/p"E)$+ =14

est surjectif. Pour ¢ > 0 notons

Fllz (Acris /pTAcris)
I'image de Fil' A,,;s dans Agps /D" Acris. L'anneau Agpis/ Fil® A,,;s est sans p-torsion
car le gradué de sa PD-filtration lest (cf. lemme 2.6). On a donc Fil* Apis Np" Aeris =
p" Fil* Agpis et

FllZ (Acris/prAcris) = Fllz Acris/pr Flll Acris-

Soit maintenant

n
= " zie; € Fil(E/p E)» =1
=1
ot z; € Fil% Apis et 7; € Fil% Acris/P" Acris). On cherche

n
¥ =Y Tje; € Fil(E/p ' E)# =1
i=1
ot Z € Fil% (Aeris/p" T Acris) est tel que
sous la forme

= x; mod p". On cherche alors (z});

!
7 [

zp=x; +p'b;
oil b; € Fil% Agpis.
D’aprés le lemme 4.7, il suffit de trouver de tels (b;); de telle maniére que
o1(2') =2’ mod p" M E + p" Fil” A,.i, E.

Cette équation s’écrit

Vi, @5, (zi +p"b;) Za” z;+p"b;) mod (p', p" Fil” Auis)

ot (a;;) € GLy,(Acris) est la matrice de passage de la base (¢1-s,(€;)); & la base (e;);.
Cela s’écrit encore pour tout 7,

o (i) =X aijx;
?s: (1) przj v Zau mod (p, Fil? A.pis)

On utilise maintenant 1'isomorphisme v : A.pis/(p, Fil” Acpis) — R/pR. Rappelons
qu’on note 7 : Aepis — R/pR le morphisme composé. Ecrivons dans R/pR,
5(b;) = p°/Pe; mod p
oil ¢; € R. Les équations déduites dans R/pR sont alors
(—1)%cP — Zczijp‘sf/pcj +5,=0mod p
J
ou
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_ 5 J _ P8\ Xq) — Qi JE
dij =y(ai;) € R/pR et §; = 7( S TZJ d ]> € R/pR.
p
Choisissons des relévements (d;;)i; € GL,(R), (s;); € R de (d;j)ij et (5;)i. On se
raméne & resoudre les équations suivantes dans R :
(_1)6@-}/1_17 _ Zdijpéj/pyj +s;, =0.
J
En appliquant la méthode utilisée dans la preuve du lemme 4.9 on montre que ’algébre

R[1/pl[Yih<i<n/((=1)% Y} — Zdijp‘s"/ij + 51,

J

est étale sur R[1/p]. Le résultat en découle.

5. Accouplement de Weil
On commence par un lemme qui servira a la définition de ’accouplement de Weil.
Lemme 5.1. — T,(DF(G,,)) = (Fil' Aeris(R))#1 =1 = Z, - t.

Démonstration. — D’apreés la sous-section 4.3, le Z,-module (Fil* Aeris(R))?=1 est
libre de rang 1. D’autre part, Z, - t C (Fil' A..s(R))?=14. Pour montrer 1'égalité,
il suffit donc de montrer que l'image de ¢ dans A..;s/(p, Fil? A..;s) est non-nulle. En
utilisant la déscription explicite de I'isomorphisme

v Acris (E)/@a Fﬂp Acris) l> R/pﬁa

on calcule directement () = Zﬁ;ll (-1t @ # 0, ol €7 est une racine primitive

p-iéme de l'unité. O

Reprenons les hypothéses et notations de la section 4.2. Soit (€Y, ¥V, ®V, (Fil£g)*)

le dual de Cartier de (£, ®, U, Fil€g) (cf. section 3.2.4). Posons
EY =¢&v ~.

Acris—R
D’aprés la définition du dual de Cartier, on vérifie aussitot les propriétés suivantes de
EV.

— En tant que A.p.is(R)-module : EY = Hom, . & (E, Aeris(R)). On désigne par

(e/)i la base duale de (e;),.
— Structure de ¢ : pour f € EY, p(f) = o (f ®1) o ¥ au sens suivant

f®1 ©

(p(f) - E v E XA Acris Acris

Ac’r‘is

cris P

ot ¥ désigne encore lopérateur associ¢ & ¥ : £ — Frob* £ par évaluation du
cristal.
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— Structure de filtration :
FilEY ={f € EV|f(FilE) C Fil' A5}
=Acrise] @ ® Acrisey @ Fil' Agpisey, ® - @ Fil' ey,
Les éléments (g, (€)' )); forment aussi une base de EV (cf. prop. 4.5). De plus,
si A = (a};) € GL,(Aeris), resp. B = (b;j) € GL,,(Acris), est la matrice de

ij
passage telle que pour tout 1,

e; = Za;jgol_(;j (e;), resp. e} Z bis, (e
J
on vérifie aussitot que B’ = A1,

Les résultats dans la sous-section 4.3 s’appliquent a (€Y, ¥V, ®V, (Fil€g)*). On en
déduit que T, (V) est un Z,-module libre de rang n. L’application naturelle Ex EY —
Acris(R) induit un accouplement de Weil :

T,(E) X Tp(EY) — (Fil' Apis(R))?M =17, -t =2 7Z,(1).

Proposition 5.2. — L’accouplement de Weil est parfait au sens ot il induit un iso-
morphisme T,(EV) = T,(£)*(1).

Démonstration. — Comme T,(E) et T,(EY) sont libres de méme rang, il suffit de
montrer que modulo p, 'accouplement de Weil est non dégénéré au sens ou pour
[ € T,(EY)/pT,(EY), si pour tout z € T,(E)/pT,H(E), < f,x >= 0 € Fy(1), alors
f = 0. D’apreés les résultats de la section précédente, on se rameéne & travailler modulo
l'idéal (p, Fil” A..;s). Soit donc

f=Y_Xe €Fil(EY ®a,,,5R/pR)*",

_ 1-6; —
ou \; €p *» R/pR, tel que pour tout
v = Fie; € Fil(E @a,,..5 R/pR*,

ot 7; € p’/PR/pR, on ait < f,x >=0 € R/pR.
Rappelons que dans la démonstration du lemme 4.9, on a obtenu une bijection

Homp(B,R) = Fil(E ®a,,,. 5 R/pR)#1
Ui 2] = Y Tie
=1

ol

=Rl U/ U7 = ()" 3 aU))

et A= (a;;)i; € GL,(R) est telle que A = (’y(a;j))ij mod p dans GL,, (R/pR).
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Soit B le normalisé de B. On a d’aprés la preuve du lemme 4.9

B~R".
Soit C' = B[p_%Ui} 1<i<n C B. Posons maintenant
b= MU €C.
i=1

1=-6; — Si
Puisque \; e p > Ret U; € p»C on a
n

Z AUP mod p?
i=1
Z aij(—p)% AU, mod p?.

1<ij<n

bP

Soit (bi;)i,; € GLn(R) dont la réduction modulo p est la matrice (3(b};))i; € GL.(R/pR).
L’équation ¢1(f) = f se traduit en
Vi, A= (—p)' 7% bijA; mod p? o,
J
On obtient donc

n n

w = —p Z (Zaijbik)AkUj mod p2

Jk=1 =1
= —pbmod p?

car B’ = 'A’~1. D’aprés le lemme 4.10 (qui s’applique de fagon identique & I’anneau
C a la place de R) il existe un unique & € C congruent a b modulo pC et vérifiant
VP = —pb'. L'hypothése affirmant que pour tout z € Fil(E ®a,,,, 5 R/pR)?*~
on a < f,x >= 0 se traduit en en disant que pour tout morphisme de R-algébres
x:B— R,ona

x(b') =0 mod p.
Pour un tel x, 'équation x(0')? = —px(b’) implique que x(b') € p1/<P*1)Z; ou bien
x(b") = 0. Mais,

P OVT A pR =0

On en déduit que b’ = 0 et donc b € pC. Utilisant le lemme 4.11 on vérifie que C est
un R-module libre de base

.5y . . S .
—11 71 —ln - in
P P
(p Upr...p Ut )0917“_%@.

La congruence précédente b € pC' se traduit donc en

1-%i—
Vi, Nep"FR.
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On a donc \; = 0 si 6; = 0. Cependant, I’équation o (f) = f fournit I'égalité

f= Zwlﬂsi (Xo)es, (&)

Or, si §; = 1, la relation \; € p'~*/PR implique que g()\;) = 0. On a donc f = 0. [

Démonstration du Théoréme 4.1. — L’accouplement parfait T),(£) X T,(EY) — Zp(1)
induit un isomorphisme § : T,,(EV)* = T,(€)(—1). Considérons les deux applications
naturelles compatibles aux filtrations :

W : Ty(€) @z, Acris(R) = E,
WV T(EY) ©a, Agris(B) = E.
et le morphisme transposé :
‘WY i E S (BY)Y = T,(EY)" @z, Acris(R)
est compatible aux filtrations avec décalage de degré 1, i.e.,
LWV(Fil' B) C Tp(EY)* @z, FiI''" Acyis(R), pour i € Z.

On considére le composé « :

d®Id X (t®1)

B L) Tp(gv)* ®Zp Acris — Tp(g)(*l) ®Zp Acm's Tp(g) ®Zp Acris~

Nous vérifions aussitot que
aow=1®1t:Ty(E) @z, Acris = Tp(E) Bz, Acris-

Comme T},(£) ®z, Acris et E sont des A.pis-modules libres de rang n, on peut donc
calculer les déterminants pour les morphismes «, w et aow :

t" = det oo - det w.

Puisque ¢ est régulier dans A, det « et det w ne sont pas des zéro-diviseurs. On en
déduit que w et « sont injectifs. De plus « induit une injection

a: E/Imw — T,(E) @z, Acris/Im(aow) = T,(E) @z, Acris/1 @t

P
qui implique que le conoyau de w est annulé par ¢.

D’autre part, puisque ‘w" est compatible aux filtrations avec décalage de degré 1,
les autres composants dans le composé « sont compatibles aux filtrations. Alors acow
induit un morphisme entre les gradués :

aow=1®t:T,(&) ®z, g’ Agris = gr'E — T,(€) Rz, gritt A, Vi € N

qui est injectif, car t : gr'A..is(R) — grittAg.is(R) lest. Cela implique que w est
strictement compatible aux filtrations. O
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Démonstration du corollaire 4.4. — Considérons le diagramme

T,(H) — x  Ty(HY) ——"—>T,Gn)

\L»BH lﬁy\/ \LN
<> ~

T,(DF(H)) » Tp(DF(H)") —= T,(DF(Gp)) = Zp - t

ou les lignes sont toutes des accouplements parfaits d’aprés la proposition 5.2. Il est
commutatif. En effet, si (z,y) € T,(H) x T,,(H"),

z:Qp/Z, — H, y:Q,/Z, — my
alors
<zy>=y'ox:Q,/Z, — Gy,
ot y¥ : H=(H")" = G,,. On a alors
DF(y” 0 2) = DF(y") o DF (z) = DF(y)" o DF(z)
via l'isomorphisme de foncteurs DF ((—)Y) ~ DF(—)" : BT — MFIE(R). On en
déduit la commutativité.
Le morphisme composé

Brpv (1)
Iy

T,(H) 22 T, (DF(H)) = T, (DF(H")) " (1) T,(HY)"(1)

est un isomorphisme. On en déduit que 3Y,. (1) est surjectif. C’est donc un isomor-
phisme puisque 7, (]D)F(HV))V(I) et T,(H"Y)Y(1) sont des Z,-modules libres de méme

rang d’aprés le théoréme 4.1. Le morphisme Sy est donc un isomorphisme.
O
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